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Sanja Jocković1, Mirjana Vukićević2 
KRUTOST TLA PRI MALIM DEFORMACIJAMA  
Rezime:  
Određivanje krutosti tla u području veoma malih i malih deformacija je ključni 
faktor za racionalno projektovanje i predviđanje ponašanja tla kako pri statičkom 
tako i pri dinamičkom opterećenju. U radu je dat pregled laboratorijskih i terenskih 
postupaka merenja deformacija i određivanja krutosti tla, sa osvrtom na uticaj brzine 
smicanja na krutost sitnozrnog tla. Prikazana je hiperbolička funkcija kojom je 
opisan pad krutosti sa porastom smičućih deformacija za primenu u statičkim 
analizama.  
Ključne reči: krutost tla, male deformacije, modul smicanja, brzina smicanja 
SMALL STRAIN STIFFNESS OF SOIL  
Summary:  
Soil stiffness determination in the area of very small and small deformation is a key 
factor for the rational design and prediction of soil behaviour both in static and 
dynamic load. This paper presents an overview of laboratory and field methods for 
strain measurements and determination of soil stiffness, with emphasis on the effect 
of strain rate on the fine-grained soil stiffness. Hyperbolic function which describes 
the decrease of stiffness with increasing shear deformation for use in static analyses 
is presented. 
Ključne reči: soil stiffness, small strain, shear modulus, strain rate 
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1 UVOD  
 Za racionalno projektovanje geotehničkih konstrukcija neophodna je adekvatna analiza 
deformacija tla. To podrazumeva upotrebu metoda proračuna koje bi obuhvatile što više 
elemenata realnog ponašanja tla i konstrukcije, kao i njihovu interakciju. Veliki napredak u 
razvoju savremenog numeričkog modeliranja postignut je neprekidnim usavršavanjem 
terenskog i laboratorijskog ispitivanja tla, korišćenjem naprednih konstitutivnih modela tla, kao 
i kvalitetnim povratnim, parametarskim i uporednim analizama.  
 Upravo povratnim analizama, iz registrovanih pomeranja u tlu u okolini geotehničkih 
konstrukcija, je utvrđeno da je krutost tla određena konvencionalnim laboratorijskim opitima 
znatno potcenjena. Krajem sedamdesetih i početkom osamdesetih godina prošlog veka, 
intezivno se radilo na razvijanju laboratorijskih uređaja za merenje deformacija na samom 
uzorku u triaksijalnom aparatu [1-6]. Opsežna laboratorijska ispitivanja su dokumentovala da 
je odnos napona i deformacija izrazito nelinearan i u području malih deformacija. Takođe je 
utvrđeno da je krutost tla u tom području i do nekoliko puta veća od one koja se dobija 
ispitivanjem tla u statičkom triaksijalnom opitu [7-9]. Zabeležen je pad krutosti i preko deset 
puta sa porastom smičućih deformacija od 0.001% do 1%. Atkinson [10] navodi da je ovo 
jedno od glavnih dostignuća u oblasti geotehničkog inženjerstva u poslednjih 30 godina.  
 U polulogaritamskom dijagramu, pad krutosti sa porastom smičućih deformacija je 
prikazan kao karakteristična S-kriva (Slika 1), dok se generalno smičuće deformacije mogu 
svrstati u tri grupe  [11, 12]: 
1. veoma male deformacije, γEL  < 0.0001%. Područje linearne elastičnosti, deformacije su 
povratne, a modul smicanja je približno konstantan i obeležava se sa G0 (inicijalni modul 
smicanja) ili Gmax (maksimalni modul smicanja).  
2. male deformacije, 0.0001% < γ < 0.1% (1%). Modul smicanja nelinearno opada sa 
porastom smičućih deformacija. Sa povećanjem deformacija u ovom području iz zone 
nelinearne elastičnosti se prelazi u zonu gde se pojavljuju trajne plastične deformacije u tlu.  
3. velike deformacije, γ > 0.1% (1%). Područje konvencionalnih laboratorijskih opita, gde 
modul smicanja ima relativno malu vrednost.   
Vrednosti graničnih deformacija su zasnovane na konceptualnim okvirima ponašanja tla i 
objavljenim eksperimentalnim podacima.  
 U dinamici tla, fenomen krutosti pri malim i veoma malim deformacijama datira još od 
1970. godine [13]. Dugo se smatralo da eksperimentalni rezultati dobijeni pri dinamičkom 
opterećenju nisu primenljivi u analizi pri statičkom opterećenju, pre svega zbog prirode 
opterećenja, odnosno inercijalnih efekata i velike brzine smicanja. Razvoj novih tehnologija 
merenja deformacija doveo je do saznanja da su zavisnosti modula smicanja i smičućih 
deformacija dobijene pri statičkom opeterećenju vrlo slične već ranije poznatim zavisnostima 
pri dinamičkom opterećenju. Stokoe i dr. [14] navode da inercijalni efekti neznatno utiču na 
povećanje krutosti tla pri veoma malim deformacijama. Termini u literaturi poznati kao 
„statički modul smicanja” i „dinamički modul smicanja” nisu dve različite elastične konstante, 
već su samo dve vrednosti modula smicanja (sekantni ili tangentni) određene pri različitom 
nivou smičućih deformacija. Ova hipoteza je potvrđena brojnim laboratorijskim i terenskim 
ispitivanjima tla [8, 9, 11, 15].  
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 Slika 1. Pad krutosti sa porastom smičućih deformacija (S-kriva) 
 Atkinson & Sallfors [1], Mair [12] 
2 ODREĐIVANJE KRUTOSTI TLA U PODRUČJU MALIH   
DEFORMACIJA 
Zabeležene deformacije u tvrdom prekonsolidovanom tlu u okolini geotehničkih objekata 
kao što su temelji, potporne konstrukcije i tuneli obično ne prelaze 0.5% pri radnom statičkom 
opterećenju, Slika 1 [8, 16, 17]. Iz tog razloga je adekvatno određivanje krutosti tla u području 
veoma malih i malih deformacija ključni faktor za racionalno projektovanje i predviđanje 
pomeranja u tlu.  
Za određivanje veze između napona i deformacija u tlu, u laboratoriji se najčešće koristi 
konvencionalni triaksijalni aparat. Međutim, krutost tla određena na osnovu rezultata ovog 
opita je znatno niža od krutosti izračunate povratnim analizama. Dobijena mala krutost se 
pripisivala ispucalosti uzoraka tokom uzimanja na terenu i tokom ugrađivanja u laboratorijsku 
aparaturu, tj. „poremećenosti uzoraka”. Unapređenjem tehnike merenja deformacija uzorka u 
opitu, utvrđeno je da su nesavršenost aparata i načina merenja deformacija, kao i nesavršen 
kontakt uzorka, postolja i kape (naročito ako gornja i donja površina uzorka nisu paralelne i 
glatke) glavni uzroci takvog neslaganja. U početnoj fazi opterećivanja, tokom naleganja uzorka 
je već prekoračen region malih deformacija i najmanja deformacija koja može biti izmerena u 
konvencionalnom triaksijalnom aparatu iznosi približno 0.1%.  
Da bi se izbegli parazitski uticaji, deformacije je potrebno meriti na samom uzorku. 
Transduseri visoke rezolucije (LDT - Local Deformation Transducer, LVDT - Linear Variable 
Differential Transformer, HELST - Hall Effect Local Strain Transducer) se postavljaju na 
srednjoj trećini visine uzorka u triaksijalnom aparatu i na taj način je moguće ispitati naponsko 
deformacijsko ponašanje tla u širokom rasponu deformacija. Pored statičkih ispitivanja, krutost 
tla u području veoma malih i malih deformacija je moguće odrediti i dinamičkim ispitivanjima 
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i to opitom rezonantnog stuba, opitom torzionog smicanja, dinamičkim triaksijalnim opitom, 
kao i bender element testom i geofizičkim ispitivanjima na terenu. Na Slici 1 je prikazan merni 
opseg deformacija u pojedinim laboratorijskim ispitivanjima.   
Postupci za utvrđivanje karakteristika tla na terenu, zasnivaju se na merenju brzina 
smičućih i kompresionih talasa koji se šire kroz tlo. Geofizičkim metodama se u tlu indukuju 
deformacije manje od 0.001%, tako da se baziraju na teorijama širenja talasa u elastičnim 
sredinama. Na osnovu izmerene brzine smičućih talasa vs i poznavanjem zapreminske težine 
(gustine) tla ρ, inicijalni modul smicanja se može odrediti kao: 
   20 sG vρ= ⋅             (1) 
Prednost terenskih ispitivanja je u tome što ne zahtevaju uzorkovanje, a ispitivanje velike 
zapremine tla smanjuje mogućnost da se karakteristike tla odrede na nereprezentativnim 
uzorcima. Sa druge strane u terenskim ispitivanjima se ne mere karakteristike tla, već se 
određuju indirektno. Uticaj poremećenosti uzoraka na G0 istraživali su: Richart [18], Toki i dr. 
[19], Kohata i dr. [20], Hight i dr. [21], Stokoe i Santamarina [22], Landon i dr. [23]. 
Sistematizacijom podataka određivanja inicijalnog modula smicanja u laboratoriji G0,lab i na 
terenu G0,field sa nekoliko lokacija u Japanu, Toki i dr. [19] su utvrdili da se odnos G0,lab/G0,field  
pretežno kreće u granicama 0.8-1.2 za reprezentativne uzorke gline (uzorkovane tankozidnim 
cilindrom). Takođe je zabeleženo da za uzorke peska i mekih stena, čija je struktura znatno 
poremećena tokom uzorkovanja, G0,lab iznosi svega 0.25G0,field. Rezultati ROSRIN studije 
(Resolution Of Site Response Issues from Northridge Earthquake) [22] pokazuju da se 
laboratorijskim ispitivanjima dobijaju niže vrednosti inicijalnog modula smicanja (Slika 2). U 
laboratoriji su ispitana 63 neporemećena uzorka (uzeta sa dubina od 4-240m) u opitima 
rezonantnog stuba i opitima torzionog smicanja. Sa druge strane, terenskim Crosshole 
testovima i Suspension logger testovima su dobijene brzine prostiranja smičućih vs, field talasa do 
dubina od oko 300m.  
 
 Slika 2. Rezultati ROSRIN studije, Stokoe & Santamarina [22]  
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Može se uočiti trend da odnos G0,lab/G0,field opada sa porastom brzine prostiranja smičućih 
talasa i da laboratorijski određen inicijalni modul smicanja može imati i tri puta manju vrednost 
u odnosu na vrednost dobijenu terenskim ispitivanjima. Dobijeni rezultati svakako ukazuju na 
važnost pravilnog uzorkovanja uz minimalne poremećaje strukture i vlažnosti, koji imaju 
odlučujući uticaj na mehaničko ponašanje tla. 
Određivanje krutosti tla od veoma malih do velikih deformacija najčešće zahteva 
kombinovanje tehnologija ispitivanja. Uobičajen je postupak da se moduli pri veoma malim 
deformacijama odrede dinamičkim ili geofizičkim ispitivanjima, a odgovarajuće krive 
redukcije modula, utvrde na reprezentativnim, neporemećenim uzorcima tla ispitivanjem u 
triaksijalnom aparatu sa lokalnim merenjem deformacija na uzorku.  
3  UTICAJ BRZINE SMICANJA NA KRUTOST SITNOZRNOG 
TLA  
Laboratorijska ispitivanja pokazuju da na krutost tla od veoma malih do velikih deformacija 
najviše utiču koeficijent poroznosti tla, srednji efektivni napon, indeks plastičnosti, stepen 
prekonsolidacije, dijagenetski procesi, istorija napona i deformacija. U literaturi su 
publikovane i brojne empirijske korelacije, pre svega za inicijalni modul smicanja G0 [24, 25, 
26, 27]. Takođe je utvrđeno da povećanje brzine smicanja neznatno utiče na povećanje G0 [28, 
29, 30], što potvrđuje hipotezu da je G0 moguće odrediti pri statičkom i dinamičkom 
opterećenju, kao i u dreniranim i nedreniranim uslovima opterećivanja, jer se pri veoma malim 
deformacijama ne razvija dodatni porni pritisak u tlu. 
Sa druge strane, uočen je uticaj brzine smicanja na krutost sitnozrnog tla u području malih i 
velikih deformacija (γ>0.0001%) [28, 30]. Dok se sa povećanjem brzine smicanja vrednost G0 
ne menja, povećava se vrednost granične deformacije smicanja γEL koja razdvaja područje 
veoma malih i malih deformacija, Slika 3.  
G/
G0 γ1    < γ2    < γ3
γEL1 γEL2 γEL3
.. .
Smičuća deformacija γ  
Slika 3. Povećanje elastične zone sa povećanjem brzine smicanja 
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Za desetostruko povećanje brzine smicanja, Kulhawy i Mayne [31] su u području velikih 
deformacija zabeležili povećanje krutosti uzoraka gline od 10 %, dok su Lo Presti i dr. [32] 
ispitivanjem gline niske do srednje plastičnosti dobili povećanje krutosti od 5% za deformacije 
od 0.01% i povećanje od 10% za deformacije od 1%. Dobijeni rezultati ukazuju da se program 
laboratorijskih ispitivanja (brzina smicanja) mora planirati u zavisnosti od vrste problema koja 
će se analizirati (statička ili dinamička analiza). 
U nedostatku laboratorijskih i terenskih istraživanja za konkretan problem, publikovani 
rezultati ispitivanja različitih vrsta tla i u različitim uslovima imaju neprocenjiv značaj za 
uspostavljanje korelacija. Vardanega i Bolton [33] su analizirali rezultate 67 testova na 21 
sitnozrnom tlu (gline i prašine). Baza podataka je obuhvatala ispitivanja krutosti tla u širokom 
rasponu deformacija na normalno konsolidovanim i prekonsolidovanim uzorcima (OCR=1-17), 
sa različitih lokacija, u različitim laboratorijskim testovima (opit rezonantnog stuba, triaksijalni 
opit, opit torzionog smicanja) u periodu od 30 godina. Cilj je bio da se odredi funkcija kojom 
će se najbolje opisati redukcija modula smicanja u području malih deformacija i to za primenu 
u statičkim analizama u praksi. S obzirom da je većina podataka iz dinamičkih laboratorijskih 
opita (opit rezonantnog stuba sa velikom brzinom smicanja), bilo je potrebno redukovati 
vrednosti izmerenih modula smicanja. Koeficijent redukcije je određen u odnosu na procenjenu 
brzinu smicanja u statičkom nedreniranom opitu triaksijalne kompresije koja iznosi 0.0001%/s 
i uz pretpostavku da krutost sitnozrnog tla raste 5% za desetostruko povećanje brzine smicanja. 
Korigovane krive su prikazali u normalizovanom obliku hiperboličkom funkcijom [34]: 
0
1
1
ref
G
G αγ
γ
=
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
            (2) 
gde su: 
γref  − referentna deformacija pri kojoj modul smicanja opadne na polovinu prvobitne vrednosti  
α  − parametar krivine   
Nakon sistematizacije i obrade podataka (za detalje videti [33]), predložena funkcija za 
primenu u statičkim analizama (mala brzina smicanja) je:   
0.736
0
1
1
ref
G
G γ
γ
=
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
             (3) 
sa referentnom deformacijom koja zavisi samo od indeksa plastičnosti (decimalno) u obliku: 
2.2
1000
p
ref
Iγ =                (4) 
Na Slici 4 su prikazane dobijene redukcione krive za statičke analize, za nekoliko vrednosti 
indeksa plastičnosti. Takođe su, za iste vrednosti indeksa plastičnosti, prikazane i redukcione 
krive koje su eksperimentalno odredili Vučetić i Dobry [35], a koje se u dinamici tla koriste 
već više od 20 godina. Za sve nivoe deformacija, krive Vučetić i Dobry pokazuju veću krutost, 
što je i razumljivo jer su određene u dinamičkom opitu rezonantnog stuba, sa velikom brzinom 
smicanja. 
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Slika 4. Redukcione krive modula smicanja za primenu u statičkim analizama 
5 ZAKLJUČAK 
Unapređene tehnike merenja deformacija uzoraka u laboratoriji su doprinele da se uoči 
trend ponašanja tla u funkciji veličine smičućih deformacija, pri statičkom i dinamičkom 
opterećenju. Osnovni zaključak je da termini u literaturi poznati kao „statički modul smicanja” 
i „dinamički modul smicanja” nisu dve različite elastične konstante, već su samo dve vrednosti 
modula smicanja (sekantni ili tangentni) određene pri različitom nivou smičućih deformacija. S 
obzirom da brzina smicanja ne utiče na krutost tla pri veoma malim deformacijama, inicijalni 
modul smicanja je moguće odrediti u statičkim i dinamičkim opitima, u dreniranim i 
nedreniranim uslovima opterećivanja, jer se pri veoma malim deformacijama ne razvija dodatni 
porni pritisak u tlu. Pored pažljivo sprovedenih opita, pravilno uzorkovanje ima odlučujući 
uticaj na mehaničko ponašanje tla.  
U nedostatku laboratorijskih i terenskih istraživanja za konkretan problem, publikovani 
rezultati ispitivanja različitih vrsta tla i u različitim uslovima imaju neprocenjiv značaj. U 
literaturi se mogu naći brojne empirijske korelacije inicijalnog modula smicanja sa 
karakteristikama tla koje se rutinski određuju u laboratoriji. Zbog uticaja brzine smicanja na 
krutost sitnozrnog tla u području malih i velikih deformacija, kod usvajanja odgovarajuće krive 
iz literature je potrebno voditi računa ne samo o sličnim karakteristikama tla, već i pod kojim 
uslovima je kriva određena (statička ili dinamička ispitivanja), kao i o tome da li se primenjuje 
u statičkoj ili dinamičkoj analizi deformacija tla. Redukcija modula smicanja se najčešće 
predstavlja u normalizovanom obliku i to hiperboličkom funkcijom.  
Za pouzdano i ekonomično predviđanje deformacija tla je pored kvalitetnog uzorkovanja i  
laboratorijskih i terenskih ispitivanja, potrebno korišćenje naprednih konstitutivnih modela koji 
uzimaju u obzir izrazitu nelinearnost tla. To je naročito bitno u tvrdom prekonsolidovanom tlu, 
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gde deformacije u okolini geotehničkih objekata obično ne prelaze 0.5% pri radnom statičkom 
opterećenju. U analizama sa konstantnom krutošću koja je određena u konvencionalnom 
laboratorijskom opitu su obično precenjena pomeranja fleksibilnih potpornih konstrukcija i 
sleganja tla ispod temelja, a naročito u okolini opterećenje površine koja je u zoni malih 
deformacija. Sa druge strane, sleganja tla usled izgradnje tunela su potcenjena u zoni iznad 
tunelske konstrukcije (zona velikih deformacija), dok se u okolnom području (zona malih 
deformacija) dobijaju nešto veća sleganja od vrednosti izmerenih na terenu. 
U Srbiji je određivanje krutosti tla pri veoma malim i malim deformacijama još uvek na 
nivou empirijskih korelacija. U okviru naučno istraživačkog projekta broj 36046 Istraživanje 
uticaja vibracija od saobraćaja na zgrade i ljude u cilju održivog razvoja gradova, je 
predviđena nabavka laboratorijske opreme (bender element) za određivanje inicijalnog modula 
smicanja. Ispitivanja će se vršiti u Laboratoriji za mehaniku tla Građevinskog fakulteta 
Univerziteta u Beogradu.  
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